CAPITULO

2 ESTUDO DA MAQUINA SIMETRICA TRIFASICA

2.1 INTRODUGAO

A maquina de inducgao trifasica com rotor bobinado é simétrica. Apresenta
estruturas magnéticas cilindricas tanto no rotor quanto no estator. Os enrolamentos,

tanto do rotor quanto do estator sdo iguais entre si e igualmente defasados.

A maquina de indugao com rotor em gaiola também ¢é simétrica, pelas mesmas
razdes expostas. Porém o numero de fases do rotor é superior a trés. De fato, cada

barra da gaiola constitui uma fase.

Neste capitulo sera modelada apenas a maquina trifasica, porém sem perda de
generalidade. O método pode ser empregado para qualquer numero de fases e

consequentemente para o rotor em gaiola.

Um desenho ilustrativo da maquina simétrica trifasica esta representado na Fig.
2.1.

Fig. 2.1 — Representacio da maquina simétrica trifasica.
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2.2 HIPOTESES DE ESTUDO E CONVENGOES

Para que se possa representar matematicamente a maquina em estudo, serao
feitas algumas hipdteses simplificativas, sem as quais a formulacdo, se ndo se tornasse

impossivel, tornar-se-ia extremamente complexa.

A) Hipoteses de estudo e consequéncias:

(a) Os trés enrolamentos estatoricos sao iguais entre si.
(b) Os trés enrolamentos rotéricos sao iguais entre si.

(c) Os angulos elétricos entre os enrolamentos sao iguais, tanto no

estator quanto no rotor.
(d) O entreferro é considerado constante.
(e) O circuito magnético é considerado ideal. A saturagdo nao existe.

(f) A distribuicdo da densidade de fluxo magnético no entreferro é

radial e senoidal.
(g) A maquina sera considerada bipolar.

(h) N&o seréo consideradas as perdas magnéticas.

Como consequéncia das hipéteses de estudo adotadas, podemos estabelecer

que:

(a) Os fluxos podem ser superpostos. Assim:

Dua = 2, * s (2.1)

sendo ¢, o fluxo produzido pelo enrolamento “i” do rotor e ¢¢ o fluxo produzido pelo

1
|

enrolamento “i” do estator.
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(b) os enrolamentos do estator e do rotor possuem indutancias préprias
constantes. Assim:

Lg, Lg . Lg . Ly, Ly, € Ly, sao constantes.

(c) como consequéncia da igualdade dos enrolamentos tem-se:

Ls =L =L =Ly

(d) como consequéncia do defasamento igual entre os enrolamentos tem-se:

MSIZ - Mszs - MSI} :MS
M; =M; =M; =

=M
Ry, Ry Ry3 R

onde:

M, = induténcia mutua entre dois enrolamentos do estator
M, = indutancia mutua entre dois enrolamentos do rotor

(e) as induténcias mutuas entre os enrolamentos estatoricos e rotéricos séo

funcdes senoidais do deslocamento angular 6. Os enrolamentos do estator e do rotor
estéo representados simbolicamente na Fig. 2.2:
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S,
R,
R, :
A aVaVal\ S,
lUUU l >
——o0
D
D
D
——o0
S,
YR,

Fig. 2.2 — Representaciio simbdlica dos enrolamentos do estator e do rotor.

M, =Mgg cos6
Mg, = Mg cos(8+2m/3) (2.2)
Mg, = Mg cos(8 +4n/3)

Mgz, =Mg cos(0 +4n/3)
s,k, = Mg c0s6 (2.3)
Mg, = Mg cos(6+2m/3)

<

Mg, = Mg cos(8 +2n/3)
M, = Mg, cos(0+4n/3) (2.4)

sk, = Mg cosO

<

B) Convencdes:

A maquina sera tratada como um receptor e as equacgdes das tensodes terdao a

forma representada pela expressao (2.5)
v, =R,i, +% (2.5)
dt

onde ¢ representa o fluxo total que envolve o enrolamento “a”.
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2.3 EQUAGOES DOS FLUXOS

Adotando a superposicdo, os fluxos estatdricos serdo descritos pelas
expressodes (2.6), (2.7) e (2.8).

(1)51 = Lgig, + Mgig, + Mgl + Mg g 1z + Mg ip, + Mg Ig, (2.6)
¢SZ = Lgig, +Mgig +Mig +Mg g i + Mg ig +Mg g g, (2.7)
(1)53 = Lgig, + Mgig + Ml +Mg g 1p, + Mg g ig, + Mg g lg, (2.8)

Representando-se as equagdes (2.6), (2.7) e (2.8) matricialmente, obtém-se a
equacao (2.9):

d)sI Ls Ms Ms isI N[isI SiR, MSIR3 iRl
d)s2 =My Lg Mg iSz +| Mgr,  Mgg, M52R3 iRz (2.9)
¢S3 MS MS LS iS3 MS3R] S;R, 1\/IS3R3 iR3

Generalizando-se para os enrolamentos rotéricos e compactando-se a
representacéo obtém-se as expressdes (2.10):

¢s = Lis + L (e)iR

] ) (2.10)
dp = Ligg (G)IS +Lpgig
onde:
LS MS MS
L,=|M; L M, (2.11)
MS MS LS
LR MR MR
Lee=|M, L, M, (2.12)
MR MR LR
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cosO cos(0+2m/3) cos(0+4n/3)
Lz (0) = Mg, | cos(6+4n/3) cos0 cos(0+2m/3)

cos(9+2n/3) cos(9+4n/3) cos0

t

Ly (0)=Lg (8)

(2.13)

(2.14)

As matrizes (2.11) e (2.12) sdo chamadas de matrizes circulantes simétricas.

2.4 EQUAGOES DAS TENSOES

Na medida que for possivel sera mantida a representacdo matricial no

desenvolvimento deste capitulo.

Das leis da fisica, podemos escrever as expressdes das tensbées como estao

representadas nas expressoes (2.15) e (2.16):

do,

v = Rgig +——

S S*S dt

d
Vi —RR1R+%
onde:

Ry O 0
Ri=| 0 Ry O
0 0 Rg
Ry 0 0
R;=| 0 R; O
0 0 R

A seguir serdo desenvolvidas as expressdes dos fluxos:

dbs  d(Lgsis +Lgg (0)ig)

dt dt
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ddy _ d(Lssis) + d(LSR (e)iR) (2.20)
dt dt dt |

—S + L (0) b i (2.21)

mas

dLg (0) _ 0L (0) d6
dt 00 dt

(2.22)

Assim, a derivada do fluxo do estator é representada pela expressao (2.23).

d¢ di
& Tl gt (O)

di, OLg(0), de
+ ip—
dt 0 dt

(2.23)

A derivada do fluxo do rotor, obtida de maneira anéaloga, é representada pela

expressao (2.24):

dbe _ diy

dip dig  OLygs(0). do
dt ™ dt

dt o0 Sdt

(2.24)

Levando-se as expressdes das derivadas dos fluxos (2.23) e (2.24) nas
expressoes (2.15) e (2.16), obtém-se as expressdes das tensoes, (2.25) e (2.26):
dig di, 0L (0), do

Vg = RSiS +LSS E'i‘ LSR (9) dt + 20 1p E (225)

Jhad (2.26)

2.5 EQUAGAO DO TORQUE

Como foi estabelecido no capitulo 1, o torque de excitacdo, quando se trata de

dois enrolamentos, € determinado pela expressao (2.27):
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dMq, (0)

- (2.27)

T =igi,

Na maquina simétrica trifasica ha trés enrolamentos no estator e trés no rotor.

Adicionando os torques produzidos pelos seis enrolamentos, obtém-se a expressao
(2.28):

MS R a1\/IS R S:R
T — 1™ 21 30N +
" {151 0 v v o0
. . aMS R . aMS R . a1\/‘[5 R
+ 22 4+ 222 4+ 2 L+ 2.28
®y {ISI 0 = 0 % o9 (2.28)

Representando-se na forma matricial, obtém-se a expressao (2.29):

5 Mgr, Mgr, Mgpg, iR,
T= [i51 iSz iS; % N[SZR1 MSZRZ MSZR3 iRz (2.29)
MSSRI MSJRz MSJRJ iRz
Seja:
MSIRI MSIRZ MS1R3
Lgr (9): Mg, Mgr, Mgp, (2.30)
MSSRI Msst MS3R3
iRl
ip =1, (2.31)
iR3
ig
i =| 1, (2.32)
iS3

A expressao do torque sera entdo representada pela expressao (2.33).
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 O(Lsx (0))
T= 2.33
Ig 20 R ( )
Transpondo-se a expressao (2.33), obtém-se a expresséao (2.34):
O(Lgs (6
T=i,' (%())is (2.34)

Adicionando-se as expressodes (2.33) e (2.34) e dividindo-se por dois obtém-se

a expressao (2.35).

T= 1[istMiR +iRtMis] (2.35)

- 0 Ly (0))(i
T:%{( iy’ i )%(i;;(é)‘*;"‘d“](g]} (2.36)

As matrizes Lss € Lrr sd0 formadas por termos independentes da posigao

angular 6. Por isto:

Lss _ L _, (2.37)
00 00

Pode-se consequentemente estabelecer que:
0 Lg(0 L | Lg(0
i[ ______ +:__SB_(_)J _ i[___s_s_ﬁ__sg_(_)] (2.38)
| |

Seja:

i=(ig' | i) (2.39)
i:(;s-j (2.40)
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|
L(@):[—L;;(é)—f—-i;—j (2.41)

i (2.42)

2.6 EQUACOES FINAIS DA MAQUINA

Reunindo-se as expressdes das tensdes e do torque, (2.25) e (2.26) e (2.42)
respectivamente, obtém-se o modelo completo da maquina, representado pelas
expressoes (2.43), (2.44) e (2.45).

di, OLg(0). do

. di .
v = Rgig + L d—‘[S+LSR (6) m + 0 ig m (2.43)

) d di. OL,(0). do
Ve =Rpig + L =2+ L (0) ds gse( )155 (2.44)
oL
T==i' (e)i (2.45)
2 00
As equacdes elétricas podem ser reescritas segundo a expressao (2.46):
Vs R | 0 (i Le | 0 )d(is
——|\=\—crz=—||— |+ -tz |—| — |+
Ve 0 | R J{ i 0 | Lpg ) dt{ g
(2.46)

e P 0] [ I o o (R

As expressbes (2.46) podem ser reescritas de uma forma mais compacta,
segundo a expressao (2.47):
di JL(0).do

v:Ri+L(9)a+ P 15

(2.47)
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Pois:
R, | 0
Lt 0 0 |L«(6) Ls 1 Lx(8) 2.49
0 (L) (L@ 0 (L (0] T (249

Reunindo-se as expressdes (2.47) e (2.42) obtém-se o0 modelo da maquina

simétrica na sua forma mais compacta, representada pelas expressodes (2.50):

v=Ri+L(0)pi+ (0
o9 (2.50)
oL aL(e)i
2 00
2.7 OUTRA TECNICA PARA OBTEN(_T,AO DA EXPRESSAO DO
TORQUE
Consideremos a expresséo das tensdes (2.51):
V:Ri+L(6)pi+aL(e)ié (2.51)

00

Pré-multiplicando-se todos os termos da equagado pelo vetor corrente

transposto obtém-se a equagao (2.52):

L) (2.52)
26

i'v=i'Ri+i'L(0)pi+i'

Por outro lado:

1 1 di 1,,0L(8), - 1di
- .tL . :_.tL ot Jet . 2 L . 2
p(z i (9)1) 51 (0) dt++21 " le+2_dt (0)i (2.53)

mas:
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1 di1di
—i'L(0)2E ==L L(0)i 2.54
L) =y L) (2.54)
Assim:
itL(O)g:—litaL—(e)ié+p(li‘L(6)ij (2.55)
it 2 08 2

Substituindo-se a expresséao (2.55) em (2.52), obtém-se a expressao (2.56):

oL(0) -
itv=itRi+p(litL(e)ij+litLie (2.56)
2 2 00
O ultimo termo da expressao (2.56) representa a parcela de poténcia elétrica

absorvida pela maquina e convertida em poténcia mecanica. Assim:

p L alége) i0 (2.57)
portanto:
L
Tz?t aage)i (2.58)

Fica assim estabelecida a equagao do torque, com o emprego de um método

diferente daquele empregado no item 2.5.

Os diversos termos das expressdes (2.47) podem ser interpretados

fisicamente. Assim:

(@) Ri — Representa as quedas de tensdo nas resisténcias dos

enrolamentos da maquina.

(b) L(O)pi — Representa as tensdes geradas nos enrolamentos, causadas

pela variacdo das correntes. Sao tensdes variacionais.

oL(9),
Lie — Sao as tensbes geradas nos enrolamentos, quando ha

(c)

deslocamento relativo entre eles. Sdo denominadas tensdes rotacionais.
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Quando 6 =0, ou seja, quando o rotor estiver em repouso, 0 modelo passa a

ser representado pela expresséo (2.59):
v=Ri+L(0)pi (2.59)

que representa um transformador.

2.8 CONCLUSOES

As equagdbes (2.50) sdo néo lineares e de dificil solugdo. Em geral, ndo sao

empregadas no estudo do comportamento da maquina.

Por isto, foram desenvolvidas técnicas baseadas em transformacgdes lineares,
com o objetivo de estabelecer modelos mais simples a partir do modelo original

estabelecido neste capitulo. Tais técnicas serdo estudadas nos capitulos seguintes.

Em alguns trabalhos, destinados a determinar o comportamento da maquina de
inducdo associada a certos tipos de conversores estaticos, o modelo representado
pelas equagdes (2.50) foram empregados. Tal tipo de estudo porém & muito particular e

s6 pode ser realizado com o emprego de computadores.
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2.9 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Seja uma maquina simétrica trifasica, alimentada em corrente no estator e no rotor.

As correntes estatoricas e rotoricas sdo dadas pelas expressdes seguintes:

iy =1Iscos (gt +6g)
ig, = Iscos (gt + 65 —2m/3)

i, =1Iscos (gt + 65 —4m/3)

i, =1Ipcos(myt+6y)
Iy, = IRcos(th+ 0 —27c/3)

i, =Izc08(pt+0, —4m/3)

O rotor gira com velocidade ®_ em relacdo ao estator. Sera considerada uma

maquina de inducio de dois polos. Assim:
Wy = Oy + (2

Pede-se a expressao final do torque desenvolvido pela maquina.
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