CAPITULO

3 ESTUDO DA TRANSFORMAGCAO o0

3.1 INTRODUGAO

O primeiro passo a ser dado na obtencdo de modelos mais adequados para a

analise da maquina de indugéo € o estudo da transformacédo of0. Consiste numa
transformacao linear que diagonaliza as matrizes circulantes simétricas, que aparecem
na formulagdo dos modelos da maquina trifasica simétrica.

Fisicamente a transformacado of0 transforma a maquina simétrica trifasica
numa maquina simétrica bifasica, com mesma poténcia mecanica, torque, velocidade e
nuamero de polos. Por isto € também conhecida com o nome de transformacéo trifasica-
bifasica.

Esta transformagdo €& muito util também no estudo de transitérios de

transformadores simétricos e reatores trifasicos.

A alimentacédo pode ser nao-simétrica e nao-senoidal, desde que a maquina

seja simétrica.

3.2 OBTENGAO DA TRANSFORMAGAO a0

Seja duas estruturas, uma trifasica e uma bifasica, representadas Fig. 3.1 e
Fig. 3.2:

Os enrolamentos que compdem a estrutura trifasica possuem n3 espiras € os

que compdem a estrutura bifasica possuem n, espiras.

Cada enrolamento, ao ser percorrido por uma corrente produz uma forca

magnetomotriz F.
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Fig. 3.2 — Circuito bifasico simétrico.

Fig. 3.1 — Circuito trifasico simétrico.

Sera estabelecida uma transformag&o que permita encontrar F, e Fg em funcdo
de F4, F2 e F3, de sorte que a estrutura bifasica produza uma forga magnetomotriz

resultante com efeito semelhante a resultante da estrutura trifasica.

Decompondo-se vetorialmente F4, F2 e F3 segundo os eixos S, e Sg encontra-

se as expressoes (3.1) e (3.2).

F, =F +F cos(2n/3)+F cos(4m/3) (3.1)
F, =0+F sen(2n/3)+F sen(4n/3) (3.2)
Assim:
R 1 -y2 —y2] 5
- F, (3.3)
| o 32 —3)2 o
S
mas:
FS iS
“l=n,|." (3.4)
{FSJ 2 [lsj
e
K, i
F |=n,|i (3.5)
K, i,
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Substituindo-se as expressdes (3.4) e (3.5) na expressao (3.3) encontramos a

expressao (3.6):

i ] o[l Y2 -2 IS
M‘ni[o V2 -ﬁ/z} 20

Sy

Para que a matriz definida pela expressao (3.6) possa ser invertida, vamos

definir a corrente ip segundo a expresséo (3.7):

n

T T

ig, = a—(lsl +ig, + 153) (3.7)
,

Levando-se (3.7) em (3.6) obtém-se (3.8):

a a a ig,

i =[5}1 —12 -12 ||, (3.8)

n,

i, 0 3/2 —B/2]|is,
Seja a matriz definida pela expressao (3.9):

a a a

1 -2 -2 (3.9)
n

1o B2 =B

Al -

Para que a poténcia seja invariante (apéndice), deve-se satisfazer a seguinte

relagao:
(a)'= A" (3.10)
ou
A= A (3.11)
ou
ATAT =T (3.12)
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sendo I a matriz identidade, ou:

CAPITULO 3. ESTUDO DA TRANSFORMACAO o380

1 0 0
I=(0 1 O (3.13)
0 0 1
Portanto:
) a a a a 1 0 1 0 O
(&j 1 -2 -2 ||a -2 3/2|=[0 1 0 (3.14)
n
o B2 =\B/2)la -2 =\Bj2) (0 0 1
Assim:
2
3(&} a2=1 (3.15)
n,
2
[&j (1+1/4+1/4)=1 (3.16)
n,
Portanto:
2 (3.17)
n, 3
e
1
a=— 3.18
N (3.18)
Assim a matriz torna-se:
N2 N2 N2
A*:\E 1 12 -1/2 (3.19)
0 32 -\3)2

Seja:

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing.
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ii =1
S()cxﬁ S,
lsB
e
1Sl
15123 - lsl
153
. -1
i =A
Sow Si2s
Ig = g

A matriz A™' define a transformagéo af0 ou trifasica-bifasica.

3.3 PROPRIEDADES DA TRANSFORMAGAO af30

43

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Consideremos um enrolamento trifasico simétrico (estator de um motor de

indugdo com enrolamento rotdrico aberto).

Sejam nulas as resisténcias desse enrolamento. Consideremos a expressao

dos fluxos, representada por (3.24):
d, L M MJj

o, |=|M L M|,
o, |[M M L|i,

ou

¢123 :Li123
Seja:

¢aB0 = A_1¢123

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com
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iaﬂozA‘l i,, (3.27)
Assim:
A_1¢123 =A™ Li,,, (3.28)
P =A™ L Ay, (3.29)
Seja:
Ly,=A"LA (3.30)
Assim:
¢0a[3 =Ly iOa[S (3.31)
Calculemos a matriz Ly :
/42 12 N2 [L M O M[1/V2 1 0
LN=\/;E 1 -12 -12||[M L M[|1/\V2 -12 B3)2 (3.32)
0 32 -\32|lM M L||1/V2 -2 3)2
L+2M 0 0
Ly=| 0 L-M 0 (3.33)
0 0 L-M
Seja:
L,=L+2M (3.34)
Li=L-M (3.35)
Assim:
G | Lo 0101
o, |=| 0 TLs 1 0||i, (3.36)
d | | 010 1L ||
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As novas indutancias sao definidas do seguinte modo:

L, - indutancia ciclica homopolar
L - indutancia ciclica

Comparando-se as expressdes (3.24) e (3.36), verifica-se que a matriz

indutancia foi diagonalizada.

A matriz induténcia L original € do tipo circulante simétrica, que aparece na
formulacdo dos modelos das maquinas elétricas. Dai a importancia pratica da

transformacao of0.

3.4 ESTUDO DO REATOR TRIFASICO SIMETRICO

Sera empregada, a titulo de exemplo, a transformagao o0 na analise de um

reator trifasico simétrico, representado na Fig. 3.3:

Tom
iy

V3

Fig. 3.3 — Circuito elétrico equivalente para o reator trifasico.

Sao conhecidos os parametros R, L e M e as tensdes vi(t), v2 (t) e vz (1).

Deseja-se determinar as correntes i1 (), i2 (t) e i3 (t).

A equacgéao das tensdes é representada pela expressao (3.37).

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com
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Vi3 = Rijp; +pLi ;s (3.37)

Pré-multiplicando-se os termos de (3.37) por A™ obtém-se a expressao (3.38):

A"V, =A"'Ri,,, +pA'Li,, (3.38)
Assim:
Vous = A'RAi,,; + pA~'LAi,, (3.39)
Seja:
R, =A"'RA (3.40)
L,=A"LA (3.41)
Assim:
VOaB = RNiOaB +pLy iOaB (3.42)
mas,
R 0 O
R,=/0 R 0 (3.43)
0 0 R
L, 0 0
Ly={0 Lg 0 (3.44)
0 0 L

S

O modelo do reator trifasico simétrico sera entdo descrito pela expressao (3.45)

Vo R +pL, 0 0 1,
v, |= 0 R +plLg 0 1, (3.45)
) 0 0 R +pLy || 1,
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Constata-se que a matriz impedancia fica diagonalizada. O reator é entao
representado por trés equagdes diferenciais de 1% ordem, representadas pelas

expressodes (3.46).
v, =(R+pL, )i,
v, =(R+plLy)i, (3.46)
vy =(R+plLy)i,

Fisicamente o reator trifasico & convertido em trés reatores monofasicos

independentes, representados na Fig. 3.4.

R Ly
io
Vo
R Ly
i
V(X.
R Lg
ig
VB

Fig. 3.4 — Modelo elétrico equivalente para o reator trifisico usando a transformada a30.

Na solucdo de um problema particular do reator conhecendo-se vy, v2 € v3
determina-se vo, v, € vg. Com o emprego das equacdes (3.46) determina-se o, i € ig

Aplicando-se a transformacao inversa, determina-se i, iz € is.

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com
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3.5 EMPREGO DA TRANSFORMAGAO af0 NO ESTUDO DO
TRANSFORMADOR

Seja um transformador trifasico simétrico, cuja estrutura esta representada na
Fig. 3.5.

Fig. 3.5 — Estrutura do transformador trifasico simétrico.

O circuito correspondente esta representado na Fig. 3.6.

o
1

S3
VS3

Fig. 3.6 — Circuito elétrico equivalente do transformador trifasico simétrico.

O transformador é representado pelas equagdes (3.47).
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di di
vy =Rgig + Lgg —>+ L, —2
S S*S SS dt SR dt
di di
Ve =Rpip +Lpp —2+ Ly —
R R7R RR dt RS dt
onde:
Ry O 0
R;=| 0 Ry O
0 0 Ry
R, O 0
R;=| 0 R; O
0 0 R;
LS MS MS
Lss = Ms Ls Ms
MS MS LS

M, M; L;
MSR _MSR/2 _MSR/2
Lgg =Lgs = _MSR/z Mg _MSR/2

_MSR/Z _MSR/2 MSR

49

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Aplicando-se a transformagdo off0 nas equagdes (3.47), obtém-se as

equacdes (3.53) e (3.54):

di di

o

dt

di di

Vi, AR Al + AL A

apo

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com

Vs, =ATRGAL AL A AT LG A atl

ap0 + A—IL A SaBO
dt ST dt

(3.53)

(3.54)
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As expressodes (3.53) e (3.54) podem ser reescritas segundo as expressoes
(3.55) e (3.56).

) dism diRu[iO
VS Rlesuﬁo + L, T"‘ Lz, a (3.55)
di, di,

il (3.56)

RN.Rqﬁ0+ RRy dt +LRSN dt

As matrizes parametros transformados estdo representadas pelas expressoes
(3.57), (3.58), (3.59), (3.60) e (3.61):

Ry 0 O
R, = 0 Ry O (3.57)
0 0 Ry
R, O 0
R, =| 0 Ry O (3.58)
0 0 Ry,
L 0 0
Ls=/0 Li 0 (3.59)
0 0 L
L, O 0
L= 0 L; O (3.60)
0 0 L,
0O O 0
Ly =Lgs =|0 mg, 0 (3.61)
0 0 mg
onde:
Lg, =L +2Mq = induténcia ciclica homopolar do primario.
Ly, =L; +2M, = indutancia ciclica homopolar do secundario.
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]Ls :Ls_Ms

L, =L; —M; =
3

Mg, = EMSR =

Vs,| [Rg 0 0]0 0 0
Vso| [0 Rg 00 0 0
Vs | |0 0 RGO 0 0
Ve | |0 0 0[R 0 0
ve.| [0 0 0|0 R, 0
ve, | LO 0 00 0 Ry

= indutancia ciclica do primario.

indutancia ciclica do secundario.

indutancia mutua ciclica.

pLs, 0 0 0 0 0
0 pLg O 0 pmg O
0 0 pLg| O 0 pmg
0 0 0 [pLy, O 0
0 pmg O 0 pL; O
0 0 pmg| O 0 pL;

51

(3.62)

Como as matrizes parametros sao diagonalizadas, o modelo (3.62) pode ser

reescrito segundo as equagdes (3.63), (3.64) e (3.65).

\ R 011 L 0 1

Y _{ ° },% +p| v (3.63)
Vi, 0 Ry]|ig, 0 Ly, ||,
VS(). | _ RS O _islx | + _Lsﬂ 0 | _ls(). (3 64)
v | Lo Rellie [P0 Ly [, '

ve | TR o1lis ] [L 0 1[i

% ={ s },% tp| N (3.65)
Vi, | 0 Ry e, | L 0 IL,RO_ 1y,

As equacdes (3.63), (3.64) e (3.65) representam trés transformadores

monofasicos independentes, representados pela Fig. 3.7, Fig. 3.8 e Fig. 3.9.

Fig. 3.7 — Seqiiéncia 0.

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com
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Q
~
Q

Fig. 3.8 — Seqiiéncia a.

IR[3 v

<
)
—
)
=
A
A

Rg

=
~

Fig. 3.9 — Seqiiéncia B.
Desse modo, a transformacao off0 apresenta a importante propriedade de

converter um transformador trifasico simétrico em trés transformadores monofasicos

independentes, tornando a analise muito simples.

3.6 APLICAGAO DA TRANSFORMAGAO TRIFASICA-BIFASICA NAS
EQUAGOES DA MAQUINA SIMETRICA TRIFASICA

No capitulo 2 foram estabelecidas as equacdes da maquina simétrica trifasica,

representadas neste capitulo pelas expressdes (3.66), (3.67) e (3.68).

] di di, OL(0). do
v = Rgig + L d—‘[S+LSR (0) d: + ERG( )lR m (3.66)
) d di. OL..(0). do
Ve =Rpig + L =2+ L (0) ds I;Se( )155 (3.67)
7ol L00); (3.68)
2 09
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Aplicando-se a transformacédo A™ na expressdo (3.66) obtém-se a expresséo

(3.69):
A7 v = AT ReAlg , tAT LA di;:“ +A7" Ly (0)A diz:‘ﬁ" +% A™ L (8) Al % (3.69)
Definindo-se:
R, =A'RA (3.70)
R, =A"R A (3.71)
Lg, = A7 LA (3.72)
Lye, =A ' LA (3.73)
L (0), =A"Lg (0)A (3.74)
Ly (0), =A" Ly (0)A (3.75)

Substituindo as ultimas expressdées em (3.69) e generalizando os resultados
para a expressao da tensdo rotérica obtém-se as expressdes (3.76) e (3.77), que sao

as equagoes elétricas da maquina nas variaveis of30.

. dis . diR , 8LSR (e) . do

Vs = RlesmBU + L, dtﬁ + L (O)N dtB + 20 = IR o a (3.76)
diR BO dis BO 6LRS (e) . de

VRqBo = RRN lRaBo +LRRN dtL + RS (G)N dt[ + ae = lsgpo E (377)

Para se obter a express&o do torque, adota-se o prossedimento a seguir:
OLg ()

T=iy — i 3.78

Ig 20 Ix ( )

ig = Aisqw (3.79)

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com
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iy =iy LA (3.80)
OLg, (0
T= is;mA' %Ai%o (3.81)
. O(A'Lg (0)A)
T=i 5 e, (3.82)
Assim:
., 0Ly (8). .
SN %IRM (3.83)

As matrizes Rg , Ry , Lg € Ly, s@o as mesmas obtidas no estudo do

N

transformador.

No procedimento que segue, € estabelecida a matriz L (O)N.

Substituindo-se as matrizes A™, A e Lg,(0) na expressdo (3.75), obtém-se a

expressao (3.84).

| | | |
111 1 ' ' 1
—i—i —-= cos6 :cos[9+2—nJ:cos(9+ﬂj —i 1 i 0
NZiV21 V2 : 3 ) 3| V2
| | N CTT TS N | |
L (0) —%MSR -t L cos(6+—ji cos 0 icos[6+ﬁ) A h ﬁ
R O ! i 3)|\N20 2 2
31 3 2m)! | 11 1] B
0 |—|——|| cos| 6+— [icos| O+—|i  cosO S -
20 20 3] | Ivzy 2 2
Realizando-se os produtos matriciais obtém-se as matrizes (3.85) e (3.86):
0 ! 0 ! 0
L (0), = 0 _E mg, cos 0 T—mSRsene (3.85)
________ A CSRITT L CSRETC
0 ! mg,sen 0 ! mg, cos O
0 ! 0 ! 0
Lus (0)y =| 01 mycosb | mysen® (3.86)
0 ! —mg,sen o ! mg, cos O
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Pois
LRS(O)N :LSR(G)Nt (3.87)
Com:
dip aLSR(G)N. de dLSR(e)N.
LSR(G)N dtB + P lRaﬁoa:TlRaﬁo (3.88)

pode-se escrever o modelo final sob a forma de varidveis a0 da maquina simétrica

trifasica, segundo as expressoes (3.89):

di,  dLg (8)
_ . aff0 N ®
ngBO = RSN 1saﬁo + LSSN " + " 1R&BO
di,  dLg (0)
Vi, :RRNlRaﬁo + Ligg, dta[ " N i (3.89)
T=i t 8LSR(G)N .
- lsot[i[) ae lRa[SO

O modelo desenvolvido, obtido a partir das expressodes (3.89) é representado

pelas expressdes (3.90).

Nelas verifica-se a presenca do angulo 6 nas matrizes induténcias mutuas. Por

isto 0 modelo é ndo linear e de dificil solugéo analitica.

Vs, i,
Vs, R 0 0 i is,
0 Rg 0 0 ‘
Ys || 0 ORy | = N
Ve, ERR 0 0 |lig,
v 0 10RO .
Rl | 10 0 Ry [ ™
| Vi, | iy, |
[ L 0 o I 0 0 0
0 L 0 i 0 mg, cos® —mgsenO || s.
0 0 L, i 0 mgsen® mg, cosO || s,
B 2 e B v |l
0 0 0 1 Ly 0 0 i,
0 mg, cos® mgsen® | 0 L, 0 i
I o
0 —Mmgsen® mg, cos6 | 0 0 L, ;
- B L Ry .
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0 0 0 | ir,

T=mg [iso is, g, ] 0 —sen® —cosO || i, (3.90)
0 cos® —sen0 i,
(i

No capitulo seguinte sera introduzida a transformacdo de PARK, destinada a

simplificar mais 0 modelo da maquina simétrica trifasica.

O efeito da transformacéo a0 aplicado @ maquina simétrica trifasica pode ser

melhor evidenciado com o auxilio da Fig. 3.10 e Fig. 3.11:

S,
is, - R,
ir,
R, 5
ir, . s,
oo™
is,
z ——o0
is, N
D .
D Ig,
-0
S,
VR,
Fig. 3.10 — Motor trifasico.
As
B
i <D Is
RedD ° R,
IR

P o
o

isa; S
0 1 N -
AL

Fig. 3.11 — Motor bifasico equivalente.

Portanto, a maquina trifasica real & transformada numa maquina bifasica
imaginaria. A auséncia dos enrolamentos de sequéncia zero ou homopolar sera

explicada no item 3.7.
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3.7 INTERPRETAGAO DA INDUTANCIA CICLICA HOMOPOLAR

Seja a maquina simétrica com enrolamentos rotéricos abertos e enrolamentos
estatdricos submetidos a uma mesma tensao, de acordo com o que esta representado
na Fig. 3.12.

S is, R,
000 —= 500 o
Vg )
m S s, R,
\/\_Jf_’ — 000 —= 500
is 53 i53 R3
00— 7500

Fig. 3.12 — Maquina simétrica trifasica com enrolamentos rotoricos abertos sendo os estatéricos alimentados
com a mesma tensio.

Vg = Vg

= Vg, = Vg (3.91)

1 2

Levando-se as tensdes vy, vy € vy da expressao (3.91) na expresséo (3.92),

obtém-se os resultados a seguir:

Vs, =AVs (3.92)
vg, =0 (3.93)

vy =0 (3.94)

v, =3 vg (3.95)

Considerando a maquina em regime permanente, tem-se:

i s (3.96)
1. = .
2nfl,
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iy =%(isl vig +ig) (3.97)
Entao
i, =% (3.98)

NG

Levando (3.98) e (3.95) em (3.96), obtém-se:

i V3 v (3.99)
3 2nfL,
Assim:
i :3XL: (3.100)
onde:
X, =2nfL, (3.101)

Pode-se imediatamente concluir que a corrente que circula na fonte fica

limitada apenas pela reatancia ciclica homopolar.

Para facilitar a interpretagao fisica, sera considerada a Fig. 3.11:

Fig. 3.13 — Estrutura de uma maquina simétrica trifasica.
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Como as correntes i , ig € ig , S80 iguais, as trés forcas magnetomotrizes,
F , K, e F sao iguais em mddulo e em fase no tempo. Assim os fluxos sao nulos,

com excecao dos fluxos de dispersdo, que se fecham pelo ar e que estdo

representados na Fig. 3.13.

Pode-se entdo concluir que a indutdncia de sequéncia zero ou ciclica

homopolar € uma imagem da induténcia da dispersao.

Consideramos as equacdes completas de sequéncia zero, obtidas a partir das

equagdes (3.90).

\% R 011 pL 0 1
ol=] s Sl > (3.102)
v 0 Rg ||, 0 pLg, ||ig,

Rg
Segundo as expressbdes (3.102) ndo ha indutédncia mutua entre as
componentes de seqliéncia homopolar do estator e do rotor.

Quando nao ha fio neutro na alimentagcdo da maquina simétrica trifasica as

tensdes e correntes homopolares nao existem.

Quando ha neutro e a alimentagdo for balanceada, existem componentes
homopolares. Contudo elas ndo produzem torque, como pode ser constatado a partir

das expressodes (3.90).
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3.8 EXERCICIOS PROPOSTOS

CAPITULO 3. ESTUDO DA TRANSFORMACAO o380

Fig. 3.14 — Rotor trifasico com uma fase em aberto.

1) Seja a estrutura representada na Fig.

3.14, com os seguintes parametros:
R=1Q
L, = 0,280H (indutancia ciclica)
f = 60Hz
V = 380V (valor eficaz)

O circuito é considerado em regime
permanente. Determinar as expressodes e
os valores das correntes nas fases da

estrutura.

2) Repetir os calculos para a Fig. 3.15, representada a seguir:

Fig. 3.15 — Rotor trifasico com duas fases em paralelo e em série com a terceira sendo alimentadas por uma
fonte de tensio tnica.

3) Seja a estrutura representada na Fig. 3.16:

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing.
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Fig. 3.16 — Estrutura de um reator trifasico.

onde: R, =R, =R, =R=0,5Q,
L,=L, =L, =L=60mH (proprias)

M =-30mH (mutuas)

No instante t = 0 aplicam-se as seguintes tensdes nos enrolamentos:

v, =50V ; v, =30V; v, =100V

61

Empregando a transformacédo off0, determinar as correntes nos enrolamentos

em fungao do tempo.

4) Seja um reator trifasico, representado esquematicamente pela Fig. 3.17:

Fig. 3.17 — Circuito elétrico equivalente para o reator trifasico.

Os parametros sdo os mesmos do exercicio 3. Os interruptores S,, S, e S, s&o

fechados simultaneamente.
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62 CAPITULO 3. ESTUDO DA TRANSFORMACAO a0

v, =Vcos ot

v, = Vcos (cot _2_nj
3

v, = Vcos (mt -EJ
3

onde

o =2377rad/s

v =1+/2220volts

Determinar as correntes i,(t), i,(t) e i,(t).

5) Seja o transformador trifasico, representado na Fig. 3.18.

W e wO

o, Vi, I,
)

s, s, D S5
)

I I I
| | I |
R, ) R, D Ry
i, ) iR, ! iR,

[ J [ ]

Fig. 3.18 — Transformador trifiasico com um curto-circuito na saida de duas fases.

E estabelecido um curto circuito entre as fases 2 e 3 do secundario. Determinar

a expressao da corrente de curto circuito, empregando a transformagéo ap0, sabendo

que:
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v, = Vcos ot

2
v, = Vcos (cot __nj
3

v, = Vcos (oot -ﬂj
3

63

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing.

http://www.ivobarbi.com



