CAPITULO

A TRANSFORMAQAO’DE PARK E A MAQUINA
SIMETRICA

4

4.1 INTRODUGAO

A transformagdo de PARK tem uma importancia muito grande no estudo das
maquinas elétricas. Consiste de uma transformacao linear que simplifica as equagdes

das maquinas, introduzindo um conjunto de variaveis hipotéticas.

Fisicamente, transforma a maquina bifasica com enrolamentos estatoéricos fixos
e enrolamentos rotéricos girantes, em enrolamentos estatéricos fixos e rotoéricos

pseudo-estacionarios.

4.2 OBTENGAO DA TRANSFORMAGAO DE PARK

Foi demonstrado no capitulo 3, que sob a transformagao a0, os fluxos e as

correntes ficam relacionados pelas equacgdes (4.1).

O, | T Ly, ! o I o0 o ! o I 0o '
P | |0 Le [0 [0 Tmycosd {-mysend |t
Ps, 0 i 0 i L 0 i mg, sen O i mg, cosO || I @)
bn, | |- 0 mwcos® mgsend | 0 4 Ly 0 i
0 | —mg,sen o | Mgp cos© 0 | 0 | L, .
0e, | L I 1y,
Os fluxos estatoricos podem ser reescritos segundo a expressao (4.2).

%, [Lg, 0 0| [o o0 0 i,

b, [=| 0 Lg 0 J|ig, [+]0 mg cos® —mgsend || i, 4.2)

ds, 0 0 L i, 0 mgsend mg, cosO iy,
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Vamos definir um novo conjunto de correntes rotéricas, segundo a expressao

(4.3):
b | [ 1 0 0 o
b, [=| O cos® —senb || oy (4.3)
g, 0 send  cosb || ¢
Assim:
i, = _llRu;m (4.4)
onde:
1 0 0
B'=| 0 cos® —sen® (4.5)
0 senf  cosHO

A matriz B™ define a transformacdo de PARK.

4.3 PROPRIEDADES DA TRANSFORMAGAO DE PARK

Vamos representar a expressdo (4.1) na forma compacta, segundo as
expressdes (4.6) e (4.7), ignorando as componentes homopolares, que nao serao
alteradas pela transformacao de PARK.

d)saﬁ =L, ]IisuB +mSRB‘1 iRau (4.6)
(I)RM3 :]L,R]IiRuB + mg; B iSaB (4.7)
onde:
B cos0 sen 0 (4.8)
—sen® cosO
e
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1 0
]1{0 J 4.9)

Aplicando-se a transformagdo B na equacéo (4.7), obtém-se:
B“¢Raﬁ =my,B'B i + LyB 'Big_ (4.10)

Assim:

be, =My Lig +LgTig, (4.11)

A partir da expressao (4.6) obtém-se:

0, =mgli, +Llig (4.12)

ap

Reunindo-se as equacbes (4.11) e (4.12) e representando-se na forma

matricial, encontra-se a expresséao (4.13).

Sl o o010 o o]|™

%110 Lq 010 mg 0]

O | |0 0 Lii 0 0 mylll (4.13)
O, 0 0 0 ELRO 0 0 ||ig '
(I)Rd 0 Mgp 0 i 0 LR 0 iRd

o | 0 0 mg! 0 0 L] )

A expressédo (4.13) mostra que as submatrizes indutancias sao diagonalizadas

pela transformacao de PARK.

Convém chamar atencao para o fato de que as variaveis estatéricas nao foram
transformadas; somente as variaveis rotoricas sofreram a ag¢ao da transformacao de
PARK.

Fazendo-se o produto B™' B obtém-se:
cos® —senO|| cosO sen 0 _ 1 0 (4.14)
sen 0 cosO || —senO® cosO 0 1
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Portanto a transformacao de PARK, como foi definida € ortogonal. Por isto, sob

esta transformacéo, a poténcia € invariante.

4.4 INTERPRETAGAO FiSICA DA TRANSFORMACAO DE PARK

Para interpretarmos fisicamente a transformacao de PARK, vamos considerar

os sistemas de eixos representados na Fig. 4.1.

Fig. 4.1 — Sistemas de eixo representando a transformada de Park.

Os eixos R, R, giram no sentido anti-horario com velocidade 0. Os eixos

R R, estdo em repouso. Tem-se assim dois enrolamentos girando, com correntes i,

e iy e dois estacionarios com correntes i,, € i, . Todos os enrolamentos s&o
q

considerados idénticos.

Decompondo-se as forcas magnetomotrizes dos enrolamentos girantes
segundo os eixos fixos e dividindo-se pelo numero de espiras, encontra-se as relagdes
(4.15) e (4.16).

iy, =ig, cos®—i send (4.15)

Iy, =l sen@+iy cosd (4.16)

Na forma matricial obtém-se a expresséao (4.17), que € a propria transformagao

de PARK:
Iy, | cos®  —sen6 Iy, 4.17)
qu | sen®  cosO iR[3 '
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Pode-se estabelecer assim que a transformacdo de PARK permite converter
um conjunto de enrolamentos girantes num conjunto de enrolamentos fixos, produzindo
os mesmos efeitos. As correntes dos enrolamentos fixos terdo frequéncia diferente das

correntes dos enrolamentos girantes.

A transformacdo de enrolamentos fixos em girantes coloca em evidéncia a
seguinte questdo: os enrolamentos do rotor sdo fixos, mas o rotor encontra-se em
movimento. Isto s6 é possivel numa maquina a comutador. Assim, a transformacao de
PARK transforma enrolamentos comuns, alimentado através de anéis, em
enrolamentos alimentados através de escovas e comutador, que sao também
conhecidos com o nome de enrolamentos pseudo-estacionarios. Desse modo a
transformacao de PARK pode ser realizada fisicamente. Na Fig. 4.2 esta representada

a transformacéao fisica.

©

VR d
Fig. 4.2 — Representacio fisica da transformada de Park.

Simbolicamente, a maquina antes e depois da transformacdo esta

representada na Fig. 4.3 e Fig. 4.4.

K-

l}UUUl

f?\?f?\-\l/?ﬁ?ﬁ?ﬂ'\

(L Juud

S,
Topo & R

o) Tooa)
ol Toonl &
NUYAVAY/ N ViVAV

Fig. 4.4 — Maquina transformada.

Fig. 4.3 — Maquina original.
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4.5 TENSOES DA MAQUINA SOB A FORMA DE VARIAVEIS DE PARK

O modelo elétrico em variaveis aff é representado pelas equagbes (4.18) e

(4.19).

_¢s“ (4.18)

R, + 34, (4.19)

Aplicando-se a matriz B™ na expressao (4.19) obtém-se a expressao (4.20).

d(Bé )
B'v, =B'R Bi, +B'——*~ (4.20)
o . dt
d¢R OB
Ve, =Rgig, + B'B T‘*q B ¢qu dt (4.21)
B’la—Bz cosO® —senO| | —sen® cosO (4.22)
00 sen® cosO —cos0 —sen 0
Assim:
0 -1
BB _ (4.23)
00 1 0
dd)R d@ -1
=R, i, +—* 4.24
Vi, =Ryiy, +— dt{ 0}%@ (4.24)
Ri, (4.25)
= + 1 .
Vs, sls,, dt

As expressdes (4.25) e (4.24) podem ser reescritas segundo as expressoes
(4.26) e (4.27) respectivamente.
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VSd — |:RS 0 :| ?Sd + |:pLS O :| %Sd + |:pmSR O :| TRd (426)
Vs, 0 Ry i, 0 pLg i, 0 pmg i,

Vi, {RR o} IR +p{mSR 0 E]LR o} 15_ +é{0 —1}{%{ 0 EIL,R o} l_s_ 4.27)
Vi, 0 R, Ig, 0 mg |0 Ly ||ig, 1 0 0 mg |0 Ly ||ig,

_ | _
_Vsd 71 | Rg +plg 0 i pmg, 0 —iSd -
| )
sl 0 R E_JF_RH_"S__L___E) _______ PMge |l s, (4.28)
v ! . i '
Ra pmgr mg, 6 i Ry +pLy L,0 _Rd

VRq . I . qu
T —mg, 6 pmg, | -L;6 Ry +pLy |- °-

As expressodes (4.28) representam as equacdes elétricas da maquina simétrica
trifasica (ou polifasica), com o referencial colocado no estator. Esta sendo considerada
uma maquina de dois polos. A generalizagdo para um numero geneérico de pares de
polos sera apresentada mais adiante. As componentes homopolares quando existirem,

poderao ser adicionadas nas equacgoes (4.28).

Estas equacgdes sdao muito importantes e sdo capazes de representar a

maquina sob ndo importa qual condicdo de operacéo.

4.6 EXPRESSAO DO TORQUE

Foi estabelecida a expresséo do torque, com a seguinte forma:

, OLg (0)
T=ig s in,, (4.29)
mas,
L, (0)=mg B (4.30)
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Portanto:
T . OB, 4.31
mSRlSﬂa—elRaﬁ (4.31)
.. OB .
T= mSRlqu WBIRM (432)
OB™! _ —sen0® —cos0 (4.33)
00 cos® —senO
OB™! _ —sen® —cosO || cosO sen0 (4.34)
00 cos® —senO || —sen® cosO
-1 0 -1
B g (4.35)
00 1 0
Assim:
o t 0 -1 .
T=mg lsdq{ Lo }1qu (4.36)

T =my i isq}ﬁ ﬂ{l“} (4.37)

T =mg, (ig i, ~is,ix, ) (4.38)

4.7 EQUAGOES COMPLETAS DA MAQUINA

O modelo completo para a maquina de indugdo, com n pares de polos é
representado pelas equacodes (4.39) e (4.40). Sera considerada uma maquina em que

vy =v, =0 (rotor em curto-circuito).
q

d
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_ | ;
[vs, | | Rs+pLs 0 i pmg, 0 i, |
| .
Vs, 0 R, +pLg | 0 pmg, Is,
BT ) DR AP 0.0 o B SO AN o il 4.39
i ; - : o (4.39)
pmg, n O mg, | Ry +pLy nOL; d
0 | . i
- 7 [ nBmg pmg, | —nOL; Ry +ply |- -
T = nmg (i i, -ig,ix, ) (4.40)
n=— (4.41)
g

onde:
o = Pulsacao das tensdes de alimentacgao.

®; = Velocidade sincrona do motor.

4.8 GENERALIZAGAO DA TRANSFORMAGAO DE PARK

Neste item sera estabelecido o modelo de PARK da maquina simétrica, para
um sistema de eixos de referéncia girando com velocidade qualquer, representado na
Fig. 4.5.

Os enrolamentos do estator, S, e S, estdo em repouso. Os enrolamentos do

rotor, R, e R, giram com velocidade 6. Os eixos d, giram com velocidade ‘¥ . Todos

0s enrolamentos possuem 0 mesmo numero de espiras.
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Fig. 4.5 — Sistema de eixos de referéncia girando com velocidade qualquer.

Fazendo as projegdes das forcas magnetomotrizes do rotor e do estator sobre

os eixos de referéncia d_ , obtém-se as expressdes a seguir:
a)
ig, =15 cos'¥ +ig sen'¥ (4.42)
iy =—ig sen'¥ +ig cos¥ (4.43)
q o

Representando-se na forma matricial obtém-se as expressoes (4.44).

isd B cos¥V sen¥V is« (4.44)
i, | —sen¥ cos¥ i, '
b)
ir, =ig, cos(¥ —0)+i, sen (‘¥ -0) (4.45)
Iy, = —iRusen(‘P —9)+iRﬂ cos(¥-0) (4.46)
Iy, ~ cos(¥—-6) sen(¥-6) Iy, (4.47)
i, | -sen(¥-0) cos(¥-6) i, '

Os casos particulares, mais comumente empregados sao os seguintes:
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| ) Referencial no estator (¥ =0)

isd 10 isa
et

lg, | [ cos® —send || i, (4.49)
iy, | sen®  cosO iy, '

Il') Referencial no rotor (¥ =0)
is, | [ cos®  sen® ||is, (4.50)
ig, | —sen® cosO ig, '

iRd 10 iRa
T

IIl') Referencial no campo girante

¥ = (4.52)

6= ot (4.53)

is, | [ coset  senagt |is, (4.54)
ig, | —senogt  cos ot i, .

iy, | cos(wg-0,)t sen(og-0,)t ik, (4.55)
ig, -sen(og -0, )t cos(og-o, )t Iy, .
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4.9 EQUA(}()ES DA MAQUINA SIMETRICA NUM SISTEMA DE EIXOS
GENERICOS

Sejam as transformacdes definidas pelas expressodes (4.56) e (4.57).

» cosW sen¥
B, = (4.56)
—sen¥Y cosY¥

o | cos(¥-6) sen(¥-0)
B _{—sen(‘{’—e) cos(‘{’—e)} (4.57)

Sejam as equacgbes elétricas da maquina, sob a forma de variaveis of,

representadas pelas expressdes (4.58) e (4.59).

o doy

Vs, =Rgig + " (4.58)
. dog

Ve, =Rgip  + m (4.59)

Vamos aplicar a transformagao Bs™ na equacéo (4.58).

dé
B,'v,, =B 'Ryiy +By’ dst“B (4.60)
-1 . -1 d(BS(I)qu)
vs, =Bs 'Ry Byig, + By —— =~ (4.61)
B.'R.B. =R .
s_1 s Ds s (4.62)
dB ¢s d¢s OB M
B.'— % _B B, —4 B 'S¢ VP 4.63
s dt s STt S oy ¢sdq ( )
0 -1
B, dB, _ (4.64)
d¥ |1 0
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Levando-se (4.62), (4.63) e (4.64) em (4.61) obtém-se:

o dés To 1]
Vs, = Rig + m + Lo ‘Pd)% (4.65)

dq 1

Adotando-se procedimento analogo para a equacgao elétrica do rotor, obtém-se:

. dee o -1 -
Ve, = Rgig, + g + Lo Y-6 (I)qu (4.66)

Em seguida sera deduzida a expressao do torque:

. OL (0
T:lsuﬁ s@“e( )1RuB (4.67)
ismﬁ =By iqu (4.68)
Assim:
is; = is; B, (4.69)
iRaB :BRiqu (4.70)
Assim:
. OL (0
T =i, By 2‘6( )BRiqu 4.71)
L (8)=mgB™ (4.72)
Assim:
.o OB
T = mgis, B EBRIR@ (4.73)
Assim:
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T = mg (i s, i s, (4.74)

Reunindo-se as equagbes (4.65), (4.66) e (4.74), desenvolvendo-se e
generalizando-se para n pares de podlos, obtém-se o modelo representado pelas

equacdes (4.75) e (4.76). Para o rotor em curto, basta fazer v, = Vg, =0.

_ . | . )
Rs +p]Ls _LS ¥Yn i pmSR _mSR ¥Yn
_VSd | . i . _isd -
Vg Ls ¥Yn Ry +pLS ! mg, ¥n pmg, is
q _ | )
e — || ==
V6 .. 4.75
Vk, pmgy Mgy (‘P ejn i R, +pL, —ILRn(‘P— 9) %Rd ( )
& :
- - L] L] I . L ]
Mg [‘P— Gjn pmg, i Lin (‘P— ej R, +plL,
T= 0 Mgy (isq iRd - isd qu ) (476)

Quando a velocidade do motor varia com o tempo, as equacgdes elétricas da

maquina sao nao-lineares. Para velocidade constante, o modelo torna-se linear.

Em qualquer das situacdes, a equagao mecanica € nao-linear, pois aparece o

produto de duas correntes.

O modelo obtido representa a maquina para qualquer situacéo e para qualquer

referencial.

4.10 MODELO DQ REFERIDO AO PRIMARIO

Ao se estabelecer as equagdes da maquina simétrica representadas pelas
equacgdes (4.75) e (4.76), ndo se fez referéncias a relagdo de transformacgéo entre os
enrolamentos estatdricos e rotéricos. Assim, ao se empregar as referidas equagdes,
deve-se empregar os parametros do estator medidos no estator e os do rotor medidos

no lado do rotor.
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Porém, quando se trata de uma maquina com rotor em gaiola, ndo se tem
acesso ao rotor. Todos os parametros sao referidos ao estator. Por isto as equacgdes da
maquina devem ser desenvolvidas para permitir o emprego desses parametros

medidos em relacdo a um so lado.

Para realizar tal modificacdo, sera aplicada a transformacdo primaria-
secundaria, que sera apresentada com detalhes no capitulo 7, e que aqui esta

representada pela expressao (4.77):

Vg, Vs,
A\ A\
Iy i (4.77)
Vi, Vg,
V}{q Vg,
Assim:
[ Vex |[=PS™ [V ] (4.78)

Onde a ¢é a relagao entre o numero de espiras do estator e o numero de espiras

do rotor.
A matriz PS™ refere todas as tensdes ao estator.

Para as correntes, a transformacéo é dada pela expressao (4.79).

i [ [1 oo olfi,
is [0 1[0 0]l (4.79)
i, 0 0 |l/a 0| i, '
i, 0 0|0 1a]ig,

i, = PSig, (4.80)

Em seguida a transformacgao sera aplicada nas equagdes da maquina.

Ver =2 igg (4.81)

PSvy, =ZPS iy, (4.82)
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Vg =PSTZPS i, (4.83)

onde Z é dada pela expresséo (4.84).

L] | .
R +plg “Lg¥n PMgg —mg, ¥'n
[
[
I L]
Ly¥n R +pLg i mg, ¥'n pmg,
2 =| - - (4.84)
pmg, Mgy (‘P GJn i Ry +plLy ILRn(‘I’— 6)
[
[
. . | . .
Mg, (‘P—Ojn pmg, : LRH(‘P—Oj R, +pL;
L | _

Realizando o produto matricial determinado pela expressédo (4.83),

encontramos as equacgodes representadas pela expressao (4.85).

Quando os parametros sdo obtidos por ensaio, a relagdo de transformagéao é
desconhecida. Isto ndo apresenta dificuldade na analise, uma vez que eles serdo
determinados em relagédo ao estator. Desse modo todas as grandezas rotéricas, como

tensao e corrente, ficam determinadas também referidas ao estator.

- | | -
R, +pl i -L,¥n p(amg) i —(amg )¥n

(R . S e 11 ]

S . : : S
v Li¥n ! Ry +plL (amSR)‘Pn ! p(amSR) i

sqy _ ! ! i (4.85)

| . | ° 1
de_ plamg) | -amg (‘P— 9)11 a’(Ry +ply) | —n(‘P— GJaZILR LRd_
Vi, ——mm o 4: ———————————————————————————— % ———————————— = || r,
| amg (‘I’—G)n i p(amg, ) n(‘P—GjaZLR i a’ (R +pLy) o
L | | A

Através de ensaios classicos, a vazio e em curto-circuito, pode-se determinar

0s parametros elétricos.

1) amg =m, = indutancia magnetizante medida em relagéo
ao estator.

2) L=/, +m, = sendo /, a indutancia de dispersdo do
estator.
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3)a’L,=/(,+m =L, = sendo /, a indutancia de dispersdo do rotor

referida ao estator.
4) R = resisténcia do estator.
5) a’R, =R, = resisténcia do rotor referida ao estator.

Desse modo as equacdes elétricas passam a ser representadas pela

expressao (4.86):

o R +plLg L ¥n pm, —m, ¥n o
VSd . . lsd
v Ly¥Wn R +pl m, ¥n pm, i
Ml S (4.86)
Vi, pm, —m, (‘P— Gjn R, +pL, -n (‘P— E)j L || ™
_VRq | _ L] L] . . \ ' \ qu' A
m, (‘P— Ojn pm, n(‘l—’— 6] L. Ry +ply
T =nm, (i g, -ig i, | (4.87)

O torque fica representado pela expresséao (4.87).
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4.11 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Seja:
Vg = V2 Vsen (o4t +6)
Vg, = V2 Vsen (o4t —120°+6)

Vg = V2 Vsen (wgt +120°+6)

Determinar v, , v;, € v, para o referencial colocado no estator e colocado no
q

campo girante.

2) Um motor de indugédo é alimentado por um inversor do tipo 180°. As formas de onda
impostas em cada fase estdo representadas abaixo. Obter e representar graficamente

as tensdes vy , vy € vg .
0 d q

(2€/3)
vs, R BT
60 120 18 | |
L
e
Ve, —— @E®
 (E/3) | ‘

Fig. 4.6 — Formas de onda impostas as fases de um motor trifisico.

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com



82 CAPITULO 4. A TRANSFORMACAO DE PARK E A MAQUINA SIMETRICA

3) Obter o modelo de estado do motor de indugéo, para um referencial genérico, em

termos de variaveis dq.

4) Considere o modelo do motor de indugao com referencial no campo girante. Seja:

Vg = \/EVsenc)St
Vg, = V2Vsen (ot +120°)

Vs, = V2Vsen (O)St - 1200)

Consideremos o0 motor em regime permanente.

(a) As tensbes v, e v, sao fungbes do tempo? Por que?
q

(b) As correntes i , i , i, € iy S&0 funcdes do tempo? Por que?
q q

5) Seja o enrolamento trifasico rotérico de uma maquina de indugao, girando no sentido

anti- horario em relagéo ao estator. Seja:

Vg, = \/EVRsen((nRt +A)
Vg, = V2V, sen (ot —120°+A)

Vg, = \/EVRsen((nRt+1200+A)

Seja o, +®, = o, onde:

o, = velocidade do rotor

o; = pulsagéo das correntes do estator
o, = pulsagdo das correntes do rotor

a) Determinar as tens6es v, , v, € v, . Qual afreqiéncia dessas tensbes?
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b) Determinar as tensdes v, , v, € v, para um referencial colocado no estator. Qual a
q
freqléncia dessas tensbes?

Supor em seguida que:

Vg, = V2V sen (gt +A)
Vg, = \/EVRSGD(O)R'[ +120°+A)

Vg, = V2V, sen (@, t—120°+A)

Repetir as questdes a) e b). A freqliéncia das tensdes mudou? Por que?

6) Seja uma maquina de indugao trifasica onde:

0=0,t+0,
g = O, + Oy
i = Igsen (gt +¢)
iy, = Igsen (ogt—120°+9)
iy =Igsen (gt +120°+9)
iy, =Ipsen(opt+A)
= Ipsen (@, t—120°+A)

i, =Igsen (@t +120°+A)

Determinar a expressdo do torque desenvolvido pela maquina, partindo da

expressao:
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T=mg (lsq Ipa ~1sq qu)

7) Um motor de indugcdo pode ser empregado como freio, impondo-se a seguinte

alimentagao:
(a) a fase o do estator é alimentada por uma corrente continua lcc.

(b) a fase B do estator é mantida aberta.

Nessas condigdes, empregando o modelo de PARK com referencial no estator,

determinar:
(a) a expresséao do torque desenvolvido pelo motor em fungao da velocidade.

(b) a velocidade, em funcdo dos parametros da maquina, para a qual o torque é

maximo.

(c) a expressao do torque maximo.

8) Considere o modelo de PARK motor de indugao com o referencial no campo girante.

Seja uma fonte que imponha as correntes estatoricas do motor. Assim:
ig, = I senogt
5, =I5 cosogt

Determinar as expressoes das correntes i, e i, e do torque desenvolvido
q

pelo motor.

9) Considere um motor de indugao de rotor bobinado em repouso. No instante t=0 as
trés fases do estator sdo subitamente alimentadas com tensbes senoidais
balanceadas. Determinar a evolugdo das tensdes rotoéricas em fungcdo do tempo.

Considerar os enrolamentos rotéricos abertos.
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10) Considere uma maquina de inducdo bifasica com rotor em gaiola. A fase d é

alimentada por uma tensao do tipo:

Vs, = V2V sen ot

A fase g € mantida aberta. A maquina é acionada por um motor auxiliar.

\"/
Sd

Fig. 8.7 — Maquina de inducao bifasica com rotor em
gaiola.

Demonstrar que a tensdo v, é funcdo da
q

velocidade do rotor. Que condi¢cbes devem
ser satisfeitas para que a relacdo entre

vs, € o, sejalinear ?

Empregar as equagdes de PARK para o

referencial colocado no estator. Este
sistema & conhecido como tacogerador de
inducdo. A sua caracteristica principal é o

fato da tensdo gerada v, apresentar

frequéncia constante, igual a frequéncia

datensdo v de excitaggo.

11) Refazer o exercicio numero 10, supondo que o enrolamento d do estator é

alimentado por uma fonte que Ihe imp&e uma corrente senoidal.

12) Refazer o exercicio numero 10, supondo que o enrolamento d é alimentado por

uma corrente continua.
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