CAPITULO

MODELO DO MOTOR DE INDUGCAO EM REGIME
PERMANENTE

6

INTRODUGAO

No desenvolvimento dos modelos para estudo do motor de indugao, em regime
permanente, sera empregado o modelo geral representado pelas expressdes (6.1) e

(6.2) desenvolvidas no capitulo V.

R +plg pmgg :
VS+ — . . 1S+ (6 1 )
Mg, (p—jnej R, +L; (p—jn@j i, )

T=2-n-mg, Im(ig -i, | (6.2)

Sera considerada alimentagcdo senoidal desbalanceada tanto a nivel da
amplitude quanto a nivel de fase. A partir das equacdes (6.1), com o emprego de
variaveis instantaneas, extrai-se o0 modelo para variaveis fasoriais, empregado no

estudo do motor em regime permanente.

O motor sera considerado com velocidade constante tornando possivel a
superposicao. Isto permitira a generalizagcdo dos resultados par alimentagdo nao
senoidal, bastando para tanto empregar o modelo obtido para cada harmébnica de

alimentagao.

MODELO DO MOTOR DE INDUGAO PARA ESTUDO DO REGIME
PERMANENTE

Seja a referéncia fixa no estator. Assim:
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Vg =Vg
cT (6.3)
Vs, = Vs,
Conhecendo-se as tensdes de alimentagéo e aplicando-se a transformacéo af,
obtém-se:

v, =V, cos(ot+6,) 6.4)

Vg = VBsen(oat + OB)

Se a alimentagéo for balanceada, tem-se V, = Vg e 0, = 6. N6és vamos analisar
uma situagéo genérica em que V, # Vg e 0, # 6.

Considerando as identidades conhecidas da trigonometria, podemos escrever:

* 2
(6.5)
v :ﬁ( fot6y) j(mt+9p))
[3 .
2]
Definindo-se:
{/o( = eje“ .VOL V. {/a* =e_je°‘ .V(X
_ (6.6)
vp =—je'? Vg vp =je vy
obtém-se com (6.5) e (6.6)
1 - jot F ot
v, :—(Va-eJ + Vo -€’ )
2
(6.7)

-
vy =—| vp-e +vp e
2

As expressodes (6.7) indicam que as tensdes pulsativas foram decompostas em

tensdes rotativas, com mddulos iguais e sentidos diferentes.

Considerando que:
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1 )
Vs, :E(VQ +JV[3)
1 )
Vs. :E(Va_JVﬁ)
obtemos
1 - jot | T * _—jot (- jot | O * —jot
VS+ _E —| Vo' € + Vo € +_]— V[}'e +Vvg €
Assim:
v _1 {/ﬁ-’_j{]ﬁ jot {/“*+j{/ﬁ* Lot
Y2l 2 NG
Definindo-se:
_ 7a+'7
- {/a__]\;ﬁ
Vs =
2
Assim:

103

(6.8)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Convém ressaltar que v, e v, sdo fasores. Portanto vs, e vs também séo fasores.

As expressodes (6.11) podem ser representadas do seguinte modo:
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v, _L[l j}va 613)
|2l A |

que é a transformagao componentes simétricas tradicionais.

As grandezas v, € vy s&o temporais e portanto ndo sao fasores.

Por analogia com a expressao (6.12) podemos estabelecer as expressdes

. 1 - i Tk

ig =—|is,-e" +is e
2

. 1 Tk v i

iy =7|Is. e s e

. 1 - 1 - * —1
i, =—|ir - +iz -
v2

. 1 TR v i
i, ==|ir, -’ +ir -
-2

estatoricas e rotoricas.

(6.14)

(6.15)

Levando-se as expressodes (6.12), (6.14) e (6.15) na expresséo (6.1), obtém-se:

%(V& gy e-iwtj ~ (R, +p]LS)%(is+ i e—jwtj+pmSR %(1 RERI e—wj (6.16)

0=mg, (p—jn ej%(ls et yig ej‘”t]+(RR +1L, (p —in ejj%(lR e g ej‘”t) (6.17)

Se a maquina gira com velocidade constante, o seu modelo é linear, valendo

portanto a superposicdo. Podemos entdo escrever:
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vs, - =(R. +pl)is. - +pmg, ir, -e'™
+ S S + SR +

0=mg, (p —jn 9) is - +(RR +L, (p—jn GD ir e

- %

vs e =(Rg+plLg)is -e +pmg ix_ e

0=mg, (p_jn 9) is e +[RR +Lg (p —Jjn éj) i e

—jot

Tomando-se as derivadas

jot jot

pe’ =jo-e
e cancelando-se as exponenciais, obtém-se
Vs, = (RS +ijLS)is+ + jomgg, ir,

0=mg, (j(o—jné)isﬁ(RR + Ly (j(o—jnéj]ilz+

* * *

Vs._ =(RS +jcoILS)is_ +jomg, ir

0=mg, (jn é+jcoj is. +(RR +1L, (jné+joaD§R

*

como

o+, =(2-s)o

Substituindo em (6.21) e (6.22), obtém-se:
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(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)
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vs. =(Rg + jo,Lg ) is, + jomg, ix,

(6.26)
0= jsoymg, is, +(Rp + jsoLy ) ir,
\_75_ =(R +j0)SL is,+joasm IR,
( S s) SR (6.27)
0=jmg, (2—s)o, is +(Ry +jLg (2—5) o, )ir.
Dividindo-se a segunda equacéo por “s” e a quarta por “2 — s”, obtém-se:
{/s+ = (Rs +j(DSI[AS)is+ +j0)smSR iR+
) R ) (6.28)
0= jo,mg iS++(—R+j(DS]LR]iR+
S
{/s,* = (Rs —ijLS)is,*—j(DsmSR IR,*
(6.29)

*

Tk R . )
0=-mg o, is. +£ h —JILRO)S]IR

(2-s)

Estes dois conjuntos de equagdes levam ao circuito equivalente para o motor,

representado na Fig. 6.1.

Rs (Ls- mgg) (Lr- mgg) R

Rs (Ls- mgg) (Lr- msr) Ry

Fig. 6.1 — Circuito eqiiivalente para o motor de induciio com operacio desbalanceada.
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Este circuito vale para operacdo desbalanceada, desde que as tensdes sejam

senoidais e a velocidade constante.

Para operacdo balanceada, tem-se vs.= 0; assim o modelo e o circuito

equivalente sédo representados pela expressao (6.32) e pela Fig. 6.2.

vs. =(Rg+ joLg)is, + jo,mg, i,

(R . (6.30)
0= jo,mg, is, +(—R+ij]LRjiR+
S

R, (Ls-ms) (Lr-msr) R,

Fig. 6.2 — Circuito eqiiivalente para o motor de induciio com operaciio balanceada.

O circuito equivalente pode ainda ser representado segundo a Fig. 6.3.

R, My
—
—_— -—
i -
vs+ @ N Lg Lg " §RR(1'S)
S

Fig. 6.3 — Representacio alternativa para o circuito eqiiivalente do motor de inducio com operacéao
balanceada.

TRANSFORMACAO PRIMARIO-SECUNDARIO

Consideremos o circuito representado na Fig. 6.4.
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Seja

Assim

Seja

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing.
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m
—
— —
TS, T,
Vs, @ Lg L, 2 R
S
nl nZ

Fig. 6.4 —Circuito eqiiivalente do motor de induciio com operacio balanceada.

Vy = av, —tens&o rotorica referida ao estatore

1 . .
. — corrente rotdrica referida ao estator.
a

ig,

Definimos a transformagao:

http://www.ivobarbi.com

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)
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Assim:

Do mesmo modo:

Seja
PSS =
0 a
e
1 0
PS=
o L
a

Tomemos as equagdes da maquina simétrica:

v R+ joxglLg JOgMgp

) R, .
- JOgMge TR +jolLy

+ +

que podem ainda ser escritas:

V+:Zi+
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(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)
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Assim
PS-v. =Z-PS"-i. (6.44)
v. =PS*.Z.PS" - i, (6.45)
Seja
Z =PS"'.Z-PS" (6.46)
Assim
vi =Z - iy (6.47)

Calculemos a nova matriz impedéancia Z'. Assim:

1o R+ jolLg Jogmg, 1 0
Z = ) R, . (6.48)
0 a| jogmg T+ joL; 1[0 a
Assim:
R+ jogLg Jogamg,
7 = R (6.49)
Jogamg, e + jc)SaZIL,R

Como vs, = vs, € is, = is, tem-se para o motor de indugdo o seguinte modelo:

= a’R ) (6.50)

R

[ ] R+ jogLg Joamg, .

. . 2
Jogamg, +joa L, | [z ¢

O novo circuito equivalente associado ao novo modelo esta representado na
Fig. 6.5.
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2
R, (Ls - amsgr) (aLlg- amgR)

Fig. 6.5 — Circuito eqiiivalente para o motor de inducio.

Vamos definir os seguintes parametros:

m, =amg = indutancia de magnetizacéo.
1, =g —amg, = indutancia de dispers&o do estator.
1, =a’L, —amg, = indutancia de disperso do rotor referida ao estator. (6.51)

2

I, a‘R  im .
i R —resisténcia do rotor referida ao estator.
S S

Desse modo o modelo para o motor de inducéo passa a ser:

Vs, =(Rs +jX1)is++jX1’n1 (is++iR+ ]

: , (6.52)

0=jXm, (isﬁ-im j{r—u szji&
S

O circuito equivalente sera o representado na Fig. 6.6.

Rs X, iX, R,

v, () xm, SR (1)

Fig. 6.6 — Circuito eqiiivalente para o motor de inducio.

Este é o circuito equivalente classico do motor de indugdo para alimentacao
senoidal balanceada em regime permanente. Na teoria classica ele € normalmente

estabelecido intuitivamente.
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O maior interesse deste circuito deve-se ao fato que os seus parametros
podem ser medidos com facilidade e com relativa precisdo, através dos ensaios de

rotor travado e a vazio.

O circuito equivalente para alimentacido desbalanceada sera o representado

pela Fig. 6.7.

v, (V) xm, SR ()

= Q) xm SR (1)

Fig. 6.7 — Circuito eqiiivalente para o motor de inducio.

Estes circuitos tém grande importancia pratica.

CALCULO DO TORQUE MEDIO DA MAQUINA DE INDUGAO EM
REGIME PERMANENTE

Vamos inicialmente estabelecer a expressdo geral do torque para regime

permanente.

Foi estabelecido que:

T=2-n-mg, Im(ig_-i; ) (6.53)

Levando-se as expressodes (6.14) e (6.15) em (6.53), obtém-se

T=2-n-mg, Im{%[fg e +is. -e‘j“’tj-[f& e +fR-ej““D (6.54)
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Portanto
n'm o o o y —1 o o 1 o o
T:TSRIm(ls;m+ +is iR, - s, -ir e +is ‘IR] (6.55)

Os termos onde aparecem €?“ e €7 possuem torque médio nulo e podem

entdo ser abandonados. Assim:

T=“";SR Im[is,m +is -iR} (6.56)

Podemos definir:

T, =“'1;SR hn(is,i;} (6.57)
e
T =n-12nSR Im(is*-ial (6.58)
Assim:
T=T +T (6.59)

Para se obter as expressbdes do torque € necessario que se conhega as

expressdes das correntes. Foi visto que:

Ry +jo,Lg Jomg,

Vs, |_ 1. 6.60
0 jo‘)smSR & + j(’OS]LR ( )
S

+

A inversa da matriz Z é dada por:
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R, . .
Z—l — 1 TR_'_JO‘)SLR _J('OsmSR (661 )

(Rs +j@sLs)(RSR+j(DSLR)+®52mSR2 —jo,Mg, Rg+ jo,Lg

Como:
. Ry . . _
i —+jo L -
S, _ = 1 s J(Ds R J(DsmSR [V&:l (662)
ir, (Rs +j®sLs)(R +j0‘)sLRj+ OJSZmSRZ —jomg  Ry+jol 0
S
obtém-se:
(RR + ijLij&
is. = S (6.63)
. Ry . 2 2
(Rs +J03s]Ls)( +J(DSLR)+ O, Mgy
S
ix = _JO My VS, (6.64)

(RS + jO‘)SLS ) (111{ + j(Ds]LRJ + (’OszmSRz

De um modo semelhante podemos obter:

o l -

1s. =
2 2
+(’Os mSR

R+_] (

ix = DM VS (6.66)

(Ro+ o) 3 ol ro/my

Podemos ainda representar as correntes do seguinte modo:
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(RR +jo L, j Vs,
is, = 5 (6.67)

ReRe _ o, Lo Lg + @, mg” +j (OJSLSRR + mSLRRSJ
S S

: —jo,mg Vs.

IR, = R R (6.68)
SR _ mSZ]LRIL,S + (1)52rnSR2 +] (wss“ + mSLRRSJ
S S
Desse modo, tem-se:
i = e JOMsp V. — (6.69)
SR mszLRLS + 0‘)521’1’13R2 - .] [(DSSR + ('OS]LRRSJ
S S
Assim:

2 .MM, R - - %
(_(’05 mSRLR +JSSRR) VS+ . VS+
n Tk S

s, +ir, = > T > (6.70)
(RSRR —oaszLRLS +oaszmSR2] +(w5 sRx +®SLRst

S

Pela teoria dos numeros complexos, sabemos que:

2
Vs.-Vs, =|Vs, (6.71)
Consequentemente as expressdes do torque serao:
2 2
lnwsmSR RR o
T - 2 s (6.72)

2 2
(RSRR - (osz]LR]LS + O)szmSR2 j + (COS]LSRR + mSLRRSj
s S
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l ncoSmSRzRR
2 (2-s)

T =

2
( RiRe _ o, Ly Lg + o)szmSsz + (ngSRR

(2-s) (2-s)

Se a alimentacio for balanceada tem-se:

Vo =j{/'5
vs =0
v = 2% o Ko |2 2],
MR A
0 =Vp =V, =V
2
Vs, =2Vaﬁ2
mas
Vop = %VSP

onde Vgp € 0 pico da tensao de fase.

Assim:

mas

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com

2
+ mSLRRSJ

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)
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VSP:\/E'VS (6.81)

Assim:

2

Vs

=6v,’ (6.82)

n

onde vs é o valor eficaz da tensao de alimentacgao.

Assim a expressao do torque para uma maquina balanceada sera:

2 RR 2
3nomg,” — Vg

T, = (6.83)

2 2
(RSRR - (osz]LR]LS + (J)szmSR2 ) + (COS]LSRR + mSLRst
s S

E mais freqiiente encontrar-se a expressdo (6.83) modificada, reescrita

segundo a expresséao (6.86).

R 2 2.2
R
3— o, mg, Vg

T - s : : (6.84)
Ogy L(RSRR — o, L L + wszmSsz + (O)SH"SRR + wSIL,RRSj ]

S

onde wsn € a velocidade sincrona.

E interessante expressar o torque em fungdo das reatancias de dispersdo e

magnetizante no lugar das reatéancias ciclicas.

Multiplicando-se o numerador e o denominador da expressao (6.84) por a,

obtém-se a expressao (6.87).

2RR 2 2 2.2
3(3 Sj(os a‘mg, Vg

- 2 2
R.a’R 2 o LR, a’
S R 2 2.2 2 STMR 2
Ogy (—cos a’l;Li+o a'mg | +| ———— S +ma’LRq

(6.85)

Seja:
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R.aa’R
A =% —,’a’L, L + o, a’mg,’ (6.86)
LR ,a’
B =%+msa2LRRS (6.87)
Assim:
2
A=RARe 0w x haix, (6.88)

onde:
Xy =0smg, = Reatdnciamutua ciclica.

Xs=onL; = Reatancia ciclica do estator.
Xq =L, = Reatanciaciclica dorotor.

A expressao (6.88) pode ser reescrita segundo a expressao (6.91).

2
A =@—ale{xs +a’X,  —a’X, X, +2°X, X, —aXX,, +aX X, +a’X,’ —a’X,  (6.89)
Assim:
R.a’R, ) 2
A== aX,, (27X, —aX,, ) —aX,, (X —aX,, ) - (X —aXy ) (a’X, —aX,,) (6.90)
S
mas:
2
Be 2R (6.91)
S S
X, =aXy, — Reatancia magnetizante.

X, =X, —aX,, = Reatancia de dispers&o do estator.

X, =a’X, —aX,, = Reatancia de dispers&o do rotor referida ao rotor.
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R.a’R , ,
A=—5""R_X X -XX_ -XX, (6.92)

S

Vamos em seguida manipular a expressao (6.87).

B=a’ (%WRRSJ (6.93)

B =a2XTSRR +a’X, R — a3X;4RR + azngR +RqaX,, —RaX, (6.94)
B=%(XS—aXM)+ﬂM%+RS(aXM+(a2XR—aXM)) (6.95)
B:%Xl +Xm%+RS(Xm +X;,) (6.96)

Levando-se as expressoes (6.92) e (6.96) na expressao (6.85), obtém-se a

expresséao (6.100).

3R—RszVS2
_ S
T = — - = - (6.97)
Ogy [[Sas“ -X X, XX —Xle'j +[SR X, +X, TR +Rg (Xm +X;)J J

A expressdo (6.97) é mais difundida que a expressdo (6.83). E obtida
normalmente pela andlise do circuito equivalente da maquina. E sem duvida uma das

expressdes mais importantes em engenharia elétrica.

A representagao grafica da expressao (6.97) encontra-se na Fig. 6.8. O torque

€ representado em fungéo do escorregamento s.
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NF----

Freio 1 Motor 0| Gerador S

Fig. 6.8 — Torque da maquina de inducdo em funciio do escorregamento.

MODELO PARA O REGIME PERMANENTE A PARTIR DAS
EQUAGOES DE PARK

Nos itens anteriores, for a obtidos modelos para o motor de indugdo em regime
permanente, a partir do modelo genérico estabelecido para componentes simétricas

instantaneas.

Neste item sera estabelecido o modelo para estudar em regime, a partir do

modelo genérico estabelecido pela transformagao de PARK.

Seja o0 modelo de PARK, obtido no capitulo IV, representado pela expresséo
(6.101).

_ | _
Vs, R +plg 0 i pmg, 0 i,
|

Vs 0 R, +pL. | 0 m, Ig

—|= ___________§__I;_§_i_ ——————————— I—)——SE.—— —= (6.98)
Vi, pmg, mg, On i Ry +pL;  Lynb %Rd

Vr ° | ° I

- mg, On pmg, | -Lgn® Ry +pL; |- -

Em regime permanente senoidal as tensdes e correntes instantaneas serao
substituidas por fasores, com modulos iguais aos valores eficazes. Fazendo p = jw

obtém-se a expressao .
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- | .
(v, ] | Rs+jols 0 i jomg, 0 g, |
|
Xsi = ____9 ______ 1} §_Jr_j_(’zﬂﬁ_L____Q_______JCPES_R__ 15‘*_ (6.99)
. | . 1 )

VR, jomg, mg, On i R; +joL, L;n6 %Rd

Vr . ! . I
- mg, On jomg | -Lgn® Ry +jol, |- -

A expressao (6.99) pode ser representada compactamente pela expressao
(6.103).

v:z(éji (6.100)

Para se obter as correntes do motor faz-se:
-
i=Z(6) v (6.101)

Com o auxilio de um computador, pode-se calcular as correntes em funcao da

velocidade do rotor 0, conhecendo-se as tensdes de alimentagdo, os parametros e a

frequéncia de alimentacao.

Podemos afirmar que os modelos obtidos a partir das transformacgdes
complexas sdo mais adequados para o estudo analitico, por serem mais simples. Além
disso, levam ao estabelecimento de circuitos equivalentes, que permitem a

interpretacao fisica do comportamento do motor.

Para a obtencdo da expressdo do torque, sera adotado o procedimento

descrito a seguir:

Rk, 010 0
0 Rg1 0 0
) ) I I S _ (6.102)
0 0 R, 0
0 0,0 Ry
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Ly 0 Img O
|
0 L. 1 0
Lo|_o . I Msr (6.103)
mg O ! Ly
0 mg | 0 L,
0 0o ! o0 0
0 01 0 0
e P . - (6.104)
0 Mg, | 0 Ly
mgE, 0 | -L; 0
Assim:
v =Ri+ jwLi+n0Gi (6.105)

Pré-multiplicando todos os termos da expresséo (6.105) por i, obtém-se:
i'v=i'Ri+joi Li+n0i Gi (6.106)
Tomando-se a parte real de cada termo, obtém-se a expresséo (6.110).

Re(i;v) = Re(i;Ri)+Re( joi;Li) +Re(néi:Gij (6.107)

v) = poténcia entregue ao motor.
Re(i Ri) = poténcia perdida nas resisténcias dos enrolamentos.

Re( jwi:Li) = poténcia puramente reativa, necessaria para produzir fluxo no motor.

(néi:Gij = poténcia mecanica produzida pelo motor.

P, =n6Re(i,Gi) (6.108)
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T=P+“ (6.109)
0
Assim:
T =nRe(i;Gi) (6.110)
Assim:
0 0 | 0 s
T nR |:_ % L% R . *:| 0 O i 0 O iSq (6111)
=nRe|1 1 1 1 ———mm— e === .
oo R R0 im0 Ly |y,
—Mgp 0 i Ly 0 qu

Fazendo-se o produto matricial e ignorando-se o sentido do torque, obtém-se a

expressao .

T =nmg,Re(ig iy, —ig in, ) (6.112)

Com as correntes obtidas na expresséao (6.99) entra-se na expressao (6.112) e

obtém-se o torque médio desenvolvido pelo motor em fungao da velocidade.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Seja um motor de indugdo com os seguintes parédmetros:

X, =X, =4Q (reatancias de dispers&o)

Rs =20

R, =3Q

Xm, =100Q (reatédnciamagnética) (6.113)
f =60Hz

n=2 (pares de polos)

vg =220V (tenséo eficaz de fase)

Determinar as seguintes caracteristicas:

a) Torque médio em fungdo do escorregamento;

b) Corrente eficaz de fase em fungao do escorregamento;

c) Determinar para qual escorregamento o torque € maximo;

d) Supondo escorregamento nominal igual a 0,03, determinar a velocidade, o torque e

a poténcia nominais.

2) Dos ensaios de um motor trifasico de indug&o foram obtidos os seguintes dados:

_ v, =220V
(a) Ensaio a vazio:
i, =2,24
v, =80V

(b) Ensaio do rotor travado: .f
Hw:i2A
(c) Medida de resisténcia do estator: R, =2,6Q

Determinar:
(a) Indutancia magnetizante;

(b) Indutancia de dispersao;

Prof. Ivo Barbi, Dr. Ing. http://www.ivobarbi.com

P, =130W



TEORIA FUNDAMENTAL DO MOTOR DE INDUCAO 125

(c) Resisténcia do rotor (RR);

(d) Indutancia ciclica do rotor referida ao estator (IL'r);

(e) Indutancia ciclica do estator (ILs) e

(f) Induténcia mutua ciclica .

3) Considere o modelo do exercicio 1, alimentado por tensbes desbalanceadas do

seguinte tipo:

Vg, =/2-V-cos(w,t) (6.114)
Vg, =\/§-V-cos((ost—120°) (6.115)
Vs, =\/§-V-cos(m8t+l2o°) (6.116)

Determinar as correntes ig,i; € i e o torque do motor em fungdo do

escorregamento.

4) Considere o motor do exercicio numero 1, alimentado por tensdes trifasicas
balanceadas, geradas por um inversor, cuja forma esta representada na Fig. 6.9

para uma fase.

(2E/3)

(E/3) _,_
ol 120 240° 360

Fig. 6.9 — Forma de onda da tensio da fase 1.

Onde E =400V, f = 60Hz
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(a) Empregando o principio da superposicdo, determinar a caracteristica torque-

velocidade do motor.

(b) Obter a corrente de uma das fases em fungao do tempo.
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